CHAPITRE 1

Méthodes numériquesan-nemn.1 [1 - B. Ischi 07-08 |

1. Equations différentielles ordinairesan-ncmn.2

1.1. But. an-ncmn.3
On veut calculer une approximation de la solution de I’équation différentielle

y'=flzy)  avec  ylwo) =yo
sur l'intervalle [zg, zf] (ou xy > x¢).

1.2. Méthode d’Euler (1768). an-ncmn.4
On subdivise l'intervalle [z, zs] en N sous-intervalles de méme longueur, ot N est un nombre

entier. On définit
s — o
h:fT et $n:$0+nh

On note y, I'approximation de la solution pour z = z,, donc y, =~ y(z,). Alors, la méthode
d’Euler est donnée par
Ynt1 = Yn + h - f(xna yn)

an-ncmn.5 Pour n = 0, la méthode d’Euler donne

=Yoo+ h- f(zo,y0)

On constate qu’elle est obtenue en remplacant y par sa tangente au point (zg,yo). En effet,
I'équation de la droite tangente au graphe de y au point (zg,yo) est donnée par

9(x) = yo + ¥ (z0) - (x — 20) = yo + f(z0,%0) - (* — 20)
= g(z1) = yo + f(20,90) - (1 — T0) = yo + f(z0,%0) - h

REMARQUE 1.1. an-nemn.6 En intégrant les deux cotés de I’équation différentielle
y' = flz,y)

on obtient

| v [ty
xo o
c’est-a-dire, par le théoreme fondamental du calcul différentiel

i) = y(oo) = | " fy(e) du

d’ou il suit

y(@1) = 0+ / " fa (o)) de

1



Equations différentielles ordinaires (page 2/21)

La méthode d’Euler s’obtient donc en faisant ’approximation

/wl f(z,y(z)) dr =~ f(xo,y(x0)) - (21 — 70) = f(20, Y0) - (71 — T0)

1.3. Méthode de Runge (1895). an-ncmn.7
La méthode de Runge consiste a calculer I'intégrale fg:l f(z,y(z)) dr par la méthode du point
milieu "

| e pyds e pwo+ 5uta+ 5)

et & calculer y(zo 4+ %) par la méthode d’Euler. On obtient

h h
yl:y0+h'f(l’0+§»yo+§'f(x(),yo))

1.4. Méthodes de Runge-Kutta. an-ncmn.s8 Pour simplifier les notations, on définit une
méthode en donnant une formule seulement pour y; au lieu de y,,. Une généralisation naturelle
des méthodes d’Euler et de Runge conduit a la définition suivante.

DEFINITION 1.2 (Kutta 1901). Une méthode de Runge-Kutta & s étages est donnée par
ylzy0+h-(bl-k1+b2-k‘2+---+bs-ks)

ki = f(xo0, )
ky = f(xo+ c2h,yo + hag ky)
ks = f(xo + csh,yo + h(aziki + asks))

ks = f(x(l + Csha Yo + h(aslkl + a52k2 +-+ assflksfl»

et ¢;, a;; et b; sont des nombres donnés.

REMARQUE 1.3. an-ncmn.9 On présente généralement les coefficients d’'une méthode de Run-
ge-Kutta sous la forme d’un tableau organisé comme suit:

0
Ca | Q21

C3 | 31 A32

Cs | Qg1 Qg2 ++° Qgg—1

bl b2 e bsfl bs

EXEMPLE 1.4. an-ncmn.10 Les coefficients de la méthode d’Euler sont donnés par

o

EXEMPLE 1.5. an-necmn.11  Les coefficients de la méthode de Runge sont donnés par
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o O

Ol NI

1
1.5. Ordre d’une méthode de Runge-Kutta. an-ncmn.12
DEFINITION 1.6. Une méthode de Runge-Kutta a l'ordre p si pour tout f (') il existe un

nombre C' tel que
) y1—y(xo+h)\
pm (2R ) =

ou y désigne la solution de I’équation différentielle y' = f(x,y) avec la condition initiale y(zg) = yo.

EXEMPLE 1.7. an-nemn.13 Soit y la solution de 1’équation différentielle y' = f(x,y) avec la
condition initiale y(xg) = yo. Si f est suffisamment dérivable, alors y est deux fois dérivable
et sa deuxieme dérivée est continue. Ainsi, par le théoreme fondamental du calcul différentiel,
la méthode d’intégration par parties et le théoreme de la moyenne, nous savons qu’il existe un
nombre & € [z, x1] tel que (rappelons que z7 — xg = h)

N + /xl (21 — )y (z) da

o o

y(z1) =yo + /I1 y'(x) dr = yo — (x1 — 2)y'(2)

Zo

(xy —x)*|™

2!

(€)= ey ) /(6 DT

zo

= yo + (v1 — w0)y (o) —

2

=yo+h- f(zo,v0) + y”(ﬁ)?

Par conséquent,
y(@) —y _ y'(§) - y(z) —y _ y"(0)
R S & R TR

La méthode d’Euler est donc d’ordre 1.

'THEOREME 1.8. an-ncmn.1a  Une méthode de Runge-Kutta 4 s étages avec s < 4 et ¢; =
Zl_l a;j pour tout 2 < j < s a l'ordre

j=1
o /s
(1) b +by+bs+bys=1
e 2 sila condition (1) est satisfaite et si
1
(2) bQCQ + b303 + b4C4 = 5
e 3 siles conditions (1) et (2) sont satisfaites et si
1
(3) bQCg + bgcg) + b463 = §
1
(4) b3azaCy + by (asacy + agzcs) = 6

1y + 1 fois dérivable
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e / siles conditions (1) a (4) sont satisfaites et si

1

(5) bac3 + bach +bac} = ¢

1

(6) bscsagaco + bycy (a4202 + a4303) = g
2 2 2 1
<7) b3a3202 + by (a4202 + a43c3) = E
(8) b _ 1
4A43032C2 = 21

EXEMPLE 1.9. an-ncmn.15 Pour la méthode d’Euler,

by +by+bs+bs=14+0+0+0=1

Elle est donc d’ordre 1.
EXEMPLE 1.10. an-necmn.16 Pour la méthode de Runge,
by +by+b3+0y = 0+1+04+0=1
bacy + bscg + bycs = 1-%—}—0—#02
Elle donc d’ordre 2.

EXEMPLE 1.11. an-nemn.17 La méthode de Heun est donnée par

0
111
3|3
2 2
500 3
—rT 03
4 4
an-ncmn.18 Il suit que
1 3
by +by+b3+by = Z+0+1+0:1
1 3 2 1
baco +bycs +bacy = 0-=+>-=40==
9 Co + 03C3 + 04C4 0 3+4 3+0 9
1N\* 3 /2)° 1
o2 4 by by = 0- (=) +2-(2) v+0=2
3 2 1 1
bga3202+b4(a4202+a4303) = Zgg—FO:g

La méthode de Heun est donc d’ordre 3.

EXEMPLE 1.12. an-necmn.19 La méthode de Runge-Kutta est donnée par
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0
111
2|2
Ho
110 0 1
I 2 21
6 6 6 6
an-ncmn.20 H SUit que
1 2 2 1
b1 +by+bs+by = 6+6+6+6_1
21 21 1 1
bacy + bscs + bycq = 6'54‘6'54‘6'1:5
2 /1\* 2/1\* 1 1
sz§+bgc§+b4Ci = 6(5) +6(§) +6 12:3
2 1 1 1 1 1
b3a3202+b4(a4202+a4303) = 6§§+6(0§+1 5)26
2 /1\* 2 /1\° 1
sz§+bgc§+b4Ci = 6(5) +6(§) +6 13:1
21 1 1 1 1 1 1
63030,3202+b4C4(6L4QCQ+a4303) = 6§§§+61<O§+1§>:§
2 1/1\* 1 1\? 1\? 1
bsazac; + by (G4QC§+CL43C§) = 65(5) +6<0<§) +1-(§) > DR
1 1 1 1
b - Z.1.2.2=_—_
4430432C2 6 59 o

La méthode de Runge-Kutta est donc d’ordre 4.
1.6. Erreur globale. an-ncmn.21

THEOREME 1.13. Soit y la solution de I’équation différentielle y' = f(x,y), avec la condition
initiale y(zo) = yo, sur Uintervalle [xo, zs] (avec xp > xg). Soit N un nombre entier, h = “=°
et ¥, une approximation de la solution donnée par une méthode de Runge-Kutta d’ordre p. Alors,
(si f est suffisamment dérivable) il existe une constante C' telle que

ly(zp) —yn| < C - hP

La différence |y(xf) — yn| est appelée Uerreur globale.






CHAPITRE 2

Intégralesan-nemn.22 [1- B. Ischi 23-24 |

0.1. But. an-ncmn.23
an-nemn.24 S0it f une fonction continue définie sur un intervalle [a;b]. Le but de ce chapitre
est de présenter des méthodes permettant de donner une “bonne” approximation de l'intégrale

/a o) de

1. Division de l’intervallean-ncmn.25

an-ncmn.26 Nous commengons par diviser U'intervalle [a; b] en N intervalles de longueur ¢ = b_T“:
[a; 0] = [z1; 22 U [wa; 23] U [w3524] - - U [y v
ol .
—a
;= j—1)-detd=
zj=(a+(j—1)-de N

REMARQUE 1.1. an-nemn.27  Remarquons qu’il serait plus judicieux de diviser U'intervalle [a; b]
en intervalles plus longs la ot f varie peu et en intervalles plus courts la ou f varie beaucoup.

an-ncmn.28 OH trouve
b T2 T3 TN+1
/ f(x)dx:/ f(x)dx—i—/ f(:l:)dx+-"+/ f(z)dx
a 1 xro TN
c’est-a-dire

/ab f(@) do = il/+ (@) da

En effectuant le changement de variable = x; + s - 0, on trouve

Tjy1 1
/ f(x)dx:/o flxj+s-0)dds

J

et

/f(a:)d:r:Z/O gj(s)ds ot g;(s) =0 f(z; +s-9)

an-ncmn.29 Nous devons donc trouver des méthodes pour donner une “bonne” approximation de
I'intégrale

1
/ g(z) dx =77
0

ou g est une fonction continue quelconque sur l'intervalle [0; 1].

7
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2. Méthodes de Newtons-Cotesan-ncmn.30

an-ncmn.31 Commencons par quelques exemples:

2.1. La méthode du point milieu. an-ncmn.32

an-ncmn.33 La méthode du point milieu consiste
a faire I’approximation

/0 g(x)dx =~ ¢(0.5)

On approxime I’aire sous le graphe de g, hachurée
en bleu (voir figure ci-contre), par l'aire, hachurée
en rouge, sous le polynome p de degré 0 passant
par le point (c1,g(c1)), ot ¢; = 3 (i.e. laire du
rectangle).

2.2. La méthode du trapeze. an-ncmn.34
an-ncmn.35 La méthode du trapeze consiste a

faire 'approximation

/Olg@)dm/olp(x)dx

ou p est le polynome de degré 1 passant par les
points
(c1,9(cr)) et (c2, 9(c2))

ou
61:Oet62:1

En mots, on approxime l'aire sous le graphe de g,
hachurée en bleu (voir figure ci-contre), par aire,
hachurée en rouge, sous le polynome p. Par la
formule de I'aire d’un trapeze, on trouve

1

| payds = 5a(0)+ 590

2.3. La méthode de Simpson. an-ncmn.36

g(c)
‘%@%&%&b
RHLRHLLRS
LRRHKEHKAKAAS
g(c2)

O

oo S5
bo%% %) 45
NN
RIS
IILRRAKS
1999999 %% %%
RSSRRREERLR
020503020 2% %0 %0 %
o000 %0 %0 % % %%
KRR
RS

v
=0

i
=1
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an-ncmn.37 La méthode de Simpson consiste a

faire I’approximation

/Olg(x)dx%/olp(x)dx

ou p est le polynome de degré 2 passant par les

points

(c1,9(c1)), (e2,9(c2)) et (cs,9(c3))

ou

1
6120,022561303:1

En mots, on approxime I’aire sous le graphe de g,
hachurée en bleu (voir figure ci-contre), par I'aire,
hachurée en rouge, sous le polynéme p. On peut

montrer (voir exercices) que

/01 p(z) dz

2.4. Les méthodes de Newton, Boole, Weddle, ...

= 20(0) + 59(1/2)

6

+ 19(1)

g(es)

g(er)
g(c2)

SRR

S
S

IXHRERS
SXHRKS
SIRELRKS
SLHRERS

5
X
%
235
%
QS
25
35
35
5

%
S
2885

3
35
35
5

KKK

SRRRKEEEL

>
X
,0

Q
Q
Q

5
ca+0

c3=1

6

an-ncmn.38

an-ncmn.39 Les autres méthodes de Newton-Cotes sont données par:

S C; bj nom
1 o
1 5 1 point milieu
11
2 0,1 33 trapeze
1 14 1
3 0, 5, 1 6, 67 6 Simpson
1 2 1
4 0, -, =, 1 =, §, §, 1 Newton
33 88 8 8
12 3 7 32 12 32 7
5| o> 2291 | L2202 [ Bool
SVRVEE 90’ 90’ 90° 90° 90 oole
6l 01234, 19 7 50 50 75 19
"5 5 5 5’ 288" 288’ 288’ 283 288’ 288
12345 |41 216 27 272 27 216 41
————— I e e R Lk gl dadl
710 666 66 ' |310 840 340’ 340’ 840’ 840’ 840 | " eddle
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an-ncmn.40 Dans ce tableau, s désigne le nombre d’évaluations de la fonction g. Le nombre s est
appelé le nombre d’étages de la méthode. Ces méthodes donnent

/0 g(x) dx = big(c1) + bag(ca) + - - + bsg(cs) = Z big(c;)

REMARQUE 2.1. an-nemn.41  Les nombres c¢; sont appelés les noceuds de la méthode et les nom-
bres b; les poids. Remarquons que les poids des méthodes de Newton-Cotes sont “symétriques”:

bj = bs—js1

an-ncmn.42 La méthode de Newton consiste a faire I’approximation

/Olg(m)dx%/olp(x)dm

ou p est le polynome de degré 3 passant par les points
(c1,9(c1)), (c2,9(c2)), (e3,9(cs)), (ca, g(ca))

an-ncmn.43 La méthode de Boole consiste a faire I’approximation

/Olg(a:) dx =~ /Olp(:c) dx

ou p est le polynome de degré 4 passant par les points
(c1,9(c1)), (c2,9(c2)), (c3,9(c3)), (casg(ca)), (cs,9(cs))

an-ncmn.44 La méthode de Weddle consiste a faire I'approximation

/Olg(m)dm%/olp(x)dx

ou p est le polynome de degré 6 passant par les points

(cr9(cr)), (c2,9(c2)), (es,9(cs)), (ca,9(ca)), (cs,9(cs)), (ce,9(ce)), (cr,9(cr))

3. Ordre des formules de quadraturean-ncmn.45
an-nemn.46 Soient s nombres, tous différents, dans 'intervalle [0; 1]:
0<cr << <1<y, <1
Rappelons que pour toute fonction g définie sur I'intervalle [0; 1], il existe un unique polynome de

degré s — 1
p(z) = ag_ 1251 4 - Fagx® + a1z + ag

passant par les points
(Cl; Q(Cl))7 (02;g<02>>7 T (CS; g<cs))
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c’est-a-dire, tel que

( C‘i_lasfl 4. _|_c%a2 +cai+ ay = g(Cl)
C;ilasfl 4+ —|—cga2 +ca1+ ag = 9(02)
\ 02—1%71 4. —|—C§CL2 +csa1+ ag = 9(05)

I aa g €1 a 9(01)
1 ¢ 3 ! ' g(c2)
] a2 =
1 ¢ & -+ &t : g(cs)
g1

Comme les nombres b; sont tous différents, le déterminant de la matrice est non nul (voir déter-
minants de Vandermonde). Par conséquent, ce systéme admet une unique solution

g, A1, A2, -+, Qs—1

Ces nombres dépendent uniquement des nombres ¢;, o, ..., ¢s et des nombres g(cy), g(cz), ...

g(cs).
Par ailleurs,

b

1
As—1 a2 aj
dr = +-rt+ =+ =+
/Op(x)x s g g™

et par ce qui précede, il existe des nombres by, bs, ..., b, tels que
1
| pla)de = bigler) + bagen) + -+ bugle)
0

an-ncmn.47 Une formule de quadrature a s étages consiste en la donnée de 2s nombres:

(D 0< << <es1<cs <1
(2) by, ba, ..., by tels que pour toute fonction g définie sur U'intervalle [0; 1],

| o@yar =3 bt

ou p(z) est I'unique polynéme de degré s — 1 passant par les points
(Cl; 9(01», T (Cs; g(CS))

On utilise la formule de quadrature pour calculer une intégrale en effectuant ’approximation

| st@ras = 3 bio(e)
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DEFINITION 3.1. an-nemn.as  Soit (¢1, ¢, -+, ¢s), (b1, b, -+, bs) une formule de quadrature a
s étages. On dit qu’elle est d’ordre m si elle est exacte pour tout polynome de degré < m — 1,
c’est-a-dire si

1 s
/ q(z) dx = ijq(cj) V polynéme ¢ de degré <m —1
0

j=1

REMARQUE 3.2. an-ncmn.49 Une formule de quadrature a s étages est au moins d’ordre s. En
effet, si ¢ est un polynome de degré < s — 1, alors 'unique polynome p de degré s — 1 passant par

les points
(Cl; Q<Cl>>7 ) (Cs, q(cs))

et le polynome ¢, et par conséquent
s 1 1
Z biq(c;) = / p(x)dr = / q(z)dz

Considérons, a titre d’exemple, la méthode de Simpson. Si g est un polynome de degré 2, alors
I'unique polynome p de degré 2 passant par les points

(0;¢(0)), (0.5;¢(0.5)), (1;¢(1))

est le polynome de ¢. Par conséquent, p = q et

éq(O) + %q(0.5) + éq(l) :/0 p(z) dx :/0 q(z) dx

ce qui montre que la méthode de Simpson, qui a 3 étages, est d’ordre 3.
3.1. Ordre des formules de Newton-Cotes. an-ncmn.50

THEOREME 3.3. an-ncmn.51

(1) La méthode du point milieu (s = 1) est d’ordre 2.
(2) La méthode de Simpson (s = 3) est d’ordre 4.

(3) La méthode de Boole (s =5) est d’ordre 6.

(4) La méthode de Weddle (s =T7) est d’ordre 8.

DEMONSTRATION. an-ncmn.52  Nous donnons une démonstration pour la méthode de Weddle.
Les autres démonstrations sont similaires. La méthode de Weddle a 7 étages, elle donc au moins
d’ordre 7, c’est-a-dire exacte pour tous les polynomes de degré < 6. Pour montrer qu’elle est
d’ordre 8, nous devons montrer qu’elle est exacte pour tous les polynomes de degré < 7. Soit ¢(x)
un polynome de degré 7:

7 6 5 4 3 2
q(z) = arx’ 4+ agx® + asx® + aqx” + azzr” + asx® 4+ a1x + ag

Soit

Alors,
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/Olq(x)dx:a%l (m—%>7dai—/ols(x)

~~
=0

Par conséquent,

De plus, comme s(z) est de degré < 6 et comme la méthode de Weddle est a 7 étages,
7 1
ijs(cj) :/ s(z) dx
j=1 0

ou

1 2 4
0120762:_7C3:_7C4:§7C5:_706:_etc7:1
6 6 6 6 6

et les nombres b; sont les poids de la méthode de Weddle. Par ailleurs,
s s 1 7 7

Z ij(Cj) = ijﬂq <Cj — §> — ijS(Cj)
j=1 j=1 j=1

Pour conclure, remarquons que comme les poids des méthodes de Newton-Cotes sont “symé-
triques”: b; = bs_j41, il suit que (rappelons que by = b7, by = bg et b = bs)

Boor(o-3) =r(no-3) -3 o (3-2) 0 G3)
o (i-3) n G-3) e (-3))

=ay <b1 (_71)7+b2 (%2)7+b3 (%>7+b4 (0)7

(Y () )

En résumé,

=0
s 1 7 7 S
=TSt = St (5= 3) Dbt = Sty
j=1 j=1 =1 7=l
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an-nemn.53 Sur la figure 1, nous avons tracé les graphes des fonctions f,,(z) = (z — 0.5)" pour
n=1,3,5, 7et 9. On constate que comme n est impair,

(z =05+t
/f" ) du = n+1 0_0

o o0s

X / 003 y L 2_05?

S| e / ;J aEs (2 —0.5) (z—0.5)
e b 0.02 /

FIGURE 1. Les fonctions: z — 0.5, (z — 0.5)%, (z — 0.5)°, (x — 0.5)7, (z — 0.5)°

4. Formules de quadrature d’ordre maximalan-ncmn.54

an-ncmn.55 Nous allons montrer que 'ordre d’une formule de quadrature a s étages est < 2s.
Nous connaissons déja une formule de quadrature a 1 étage d’ordre 2, c¢’est la méthode du point
milieu. Nous allons construire:

(1) une formule de quadrature a 2 étages d’ordre 4,
(2) une formule de quadrature a 3 étages d’ordre 6,
(3) une formule de quadrature a 4 étages d’ordre 8.

4.1. Théoréme de Jacobi. an-ncmn.56

THEOREME 4.1 (Jacobi 1826). an-nemn.57 Soit une formule de quadrature a s étages dont les
neuds sont donnés par ci,--- ,cs et la poids par by,--- ,bs. Soit

M(x) = (2 — ) — o) -+ (2 — )

Alors
L’odre de la formule de quadrature est s +m <

/ M (x)q(x)dx =0V polynome q(z) de degré < m —1

DEMONSTRATION. an-nemn.58 <=: Comme la formule a s étages, nous savons qu’elle d’ordre
> 5. Soit u(z) un polynoéme de degré < s+ m — 1 (et > s). Par la division euclidienne

u(z) = M(x)q(x) +r(z)

ou r(x) est de degré < s et g(z) est de degré < m — 1. Ainsi,

/ dx—/M:z:q dw+/01()dx
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Par ailleurs,
S

> bju(ey) = le M(cj) q(cj) + jzl bir(c;)

Jj+1

Finalement, comme r(z) est de degré < s et que la formule est d’ordre > s, il suit que
1 s
/ r(z)de = Z bir(c;)
0 -
7=1

ce qui montre que

/01 u(z)dx = ZS: bju(c;)

Jj+1
c’est-a~dire, que 'ordre de la formule de quadrature est s + m.
= Soit ¢(x) un polynome de degré < m — 1. Alors M(z)q(x) est de degré < s+ m — 1.
Comme la formule de quadrature est d’ordre s + m, il suit que

| M@t dr - > Mla)e) =0

COROLLAIRE 4.2. an-necmn.59 L’ordre d’une formule de quadrature a s étages est < 2s

DEMONSTRATION. an-nemn.60 Le polynome M (x)? a s racines et est positif. Il suit
1
/ M(x)*dz >0
0
Comme M ()? est de degré 2s, il suit du théoréme de Jacobi que 'ordre de la formule de quadrature

est < s+ s+ 1, c’est-a~dire < 2s. O

4.2. Polynémes symétriques et anti-symétriques. an-ncmn.61
an-nemn.62 Nous dirons qu’un polynéme ¢(x) est symétrique si

q(0.5—2)=q(05+x)Vx

en d’autres termes si la fonction ¢(0.5 4+ x) est paire. De méme, nous dirons qu'un polynéme ¢(x)
est anti-symétrique si
q(0.5 —x) = —q(0.5+z) YV

en d’autres termes si la fonction ¢(0.5 + x) est impaire.
an-ncmn.63 Remarquons que

1
/ q(x) dr = 0 pour tout polynome anti-symétrique
0

En effet,

/01 q(z) dz = /00'5 (0.5 +y) dy = /00'5 —¢(0.5 —y) dy = /OZ q(z)dr = — /00'5 q(x)dx
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an-ncmn.64 Remarquons encore que le produit de deux polynomes symétriques est symétrique
et que le produit d’un polynome symétrique et d’un polynome anti-symétrique est anti-symétrique:

a(0.5 —2)s(0.5 — ) = —a(0.5 + x)s(0.5 + )

4.3. Construction d’une formule de quadrature a 2 étages d’ordre 4. an-ncmn.65
an-nemn.66 En vertu du théoreme de Jacobi, il suffit de trouver un polynome M (z) de degré 2
avec deux racines dans l'intervalle [0; 1] tel que

/01 M(x)q(z) dz = 0

pour tout polynoéme ¢(x) de degré < 1.
an-nemn.67 Sans perte de généralité, nous pouvons écrire le polynome de degré 1 ¢(x) somme

q(z) =a(x —0.5) +b

C’est la somme d’'un polynéme anti-symétrique de degré 1: a(x—0.5) et d'un polynéme symétrique
de degré 0: b
an-nemn.68 Nous choisissons pour M (z) un polynoéme symétrique de degré 2:

M(z) = (z—0.5— p)(z — 0.5+ pu) = (xr —0.5)* — p°

Comme nous "avons remarqué, M (z)(z — 0.5) est anti-symétrique et donc
1
/ M(z)(x —0.5)dx =0
0
Par conséquent, pour que M (x) satisfasse au critere de Jacobi, il suffit que
1
/ M(z)dx =0
0
c’est-a-dire

0= /01 ((x —05)* — p?) do = (@ —/ﬁx)

Il suit que la méthode a 2 étages dont les nceuds sont données par

b9 ) 1 V3

Rt it

est d’ordre 4. Cette formule de quadrature est due a Gauss. Ses poids sont donnés par (voir
exercices)

1 1
b1:§et62:§
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4.4. Construction d’une formule de quadrature a 3 étages d’ordre 6. an-ncmn.69
an-nemn.70 Nous choisissons pour M (z) un polynéme anti-symétrique de degré 3:

M(z) = (z—0.5—=6)(z —0.5)(z — 0.5+ 0) = (z — 0.5) ((z — 0.5)* — §°)
Nous devons trouver § tel que

/ M (z)q(z) dz = 0 pour tout polynoéme de degré < 2
0

an-nemn.71 Sans perte de généralité, nous pouvons écrire ¢(x) comme:

q(z) = a(xr —0.5)* + b(z — 0.5) + ¢

/OIM(:L')(QJ—OB)Zdat:Oet /OlM(:c)da::

Par conséquent, pour que le polynéme M (x) satisfasse au critére de Jacobi, il suffit que

/1 M(@)(@ — 0.5) dz = 0

Nous savons déja que

c’est-a-dire que

0— /0 M(z)(x — 0.5) dz = / (2 — 0.5)° — &) (x — 0.5)% do

_ <(:c —50.5)5 el —05)3) ! _, (5 132 52318)
\/_
5- 3

= == \/ 3

Nous avons montré que la formule de quadrature dont les noeuds sont donnés par

1V 1 VI
S R VR R BT
est d’ordre 6. Elle est due a Gauss (encore lui !). Ses poids sont donnés par (voir exercices):
5 8 )
51—1—8, b2_1_8’ bs—ﬁ

4.5. Construction d’une formule de quadrature a 4 étages d’ordre 8. an-ncmn.72
an-nemn.73 Nous choisissons pour M (z) un polynéme symétrique de degré 4:

M(z)=(x—05-=0)(z—05+68)(z—05—7)(x—05+7) = ((z — 0.5)> = 6*) ((x — 0.5)* —~°)
Nous devons trouver J et v tels que

/ M (z)q(x) dz = 0 pour tout polynéome de degré < 3
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an-nemn.74 Sans perte de généralité, nous pouvons écrire ¢(z) comme:
q(z) = a(x — 0.5)° + b(z — 0.5)% + c(v — 0.5) +d

Nous savons déja que
/1 M(z)(x — 0.5)dz = 0 ct /l M(z)( — 0.5)* dz = 0
0 0
Par conséquent, pour que le polynéme M (x) satisfasse au critére de Jacobi, il suffit que
/M dx—()et/M (x —0.5)*dr =0

c’est-a-dire

0= /0 ((z —0.5)> = 6%) ((z — 0.5)* = ~°) da = [M — (02 +1?) (x _30-5) N 527%]

° 0
= i_—( P+9%)+0%° =0
80 12
et
1
0= [ (0= 052 (0 - 057 = #) ((z - 05 ~ ) da
0
(x —0.5)7 2, oy (@—=05)° o ,(x—05) !
ol e Y
{ 7 ( I ) ) 3 .
1 1 1
= — (2 2 5242 =0
Hs sl T F
an-nemn.75 Pour résoudre ce systéme, nous pouvons, par exemple, isoler v dans la premicre
équation:

1 1 1 L1452 - L

2 2 2 2 12 80
02 — )= 52— — — 12" 80
7( ) 12 80 7 6 — &

et substituer dans la seconde équation:
152 152 1
11 (52+ﬂ> Mﬁ(@) _0
1
148~ 80 -1l ) T\ e-1
En multipliant cette équation par 6% — 5 il vient

P-L 1 1 1 1 1 1
—A2 (- P = |+ 0= —0"=0
448 80 ( 2° "1’ T8) "1’ o0

c’est-a-dire

gL 1), p(Ll 1y 1 1
144 &0 448 960 6400 5376
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ou encore
L, 1o 1024

“180° T810° T 31406400
Or, 34406400 = 560 - 1024 - 60 et donc, I’équation a résoudre devient
I 1
11”560

2 1 /2
i VA =4 =
5 ~ 7V 15

1
—5* — =0
3

Le discriminent vaut

et
141, V30 w 2v/30 15 2
5= it 15 + +
% 2 1415
et

1 [15-2V30
773 35

an-ncmn.76 Nous avons montré que la formule de quadrature a 4 étages dont les noeuds sont

donnés par
11 15+2 L1 15—2
T 57 27573

11 5—%/ ol 15+m/
=515 “=37%3
est d’ordre 8. Elle est due a Gauss (encore lui !!). Ses poids sont donnés par
b 1 30 1 V30 b — 1 V30 by — 1 V30
R O R E 5T AV R OISR §

4.6. Construction d’une formule de quadrature a 5 étages d’ordre 10. an-ncmn.77
an-ncmn.78 Nous choisissons pour M (z) un polynéme anti-symétrique de degré 5:

M(x)=(x—0.5)(x —0.5—0)(z —05+d)(x —0.5—v)(z—05+7)

= (- 0.5) ((x — 0.5)> = 6%) ((z — 0.5)* —°)
Nous devons trouver J et v tels que
/ M (x)q(x) dz = 0 pour tout polynome de degré < 4
0

an-nemn.79 Sans perte de généralité, nous pouvons écrire ¢(x) comme:

q(z) = a(z — 0.5)* + b(z — 0.5)> + c(x — 0.5)* +d(z — 0.5) +e
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Nous savons déja que
1 1 1
/ M(z)dxr =0, / M(z)(z —0.5)*dx =0 et / M(z)(z —0.5)*dx =0
0 0 0
Par conséquent, pour que le polynoéme M (z) satisfasse au critere de Jacobi, il suffit que

/1 M(z)(z —0.5)dx =0 et /1M(ac)(x—0.5)3dx =0

c’est-a-dire
0= /0 (z —0.5)* ((x — 0.5)> = 6%) ((z — 0.5)* — 7*) da

_ {(x —70.5) () (x —50.5) 462 (x —30.5) ]

0

1 1 1
=l T TRt 0

et
0= /O (z —0.5)* ((x — 0.5)> = 6%) ((z — 0.5)* — 7*) da

1

_ {(m - 0.5)" (62 +?) (z —0.5)7 e (x — 0.5)5}

9 7 5 .
1 1 1
:___52 2 _62 2:()
o304~ gl T g0

an-nemn.80 Pour résoudre ce systéme, nous pouvons, par exemple, isoler 42 dans la premiere

équation:
1

72 i(;z_i _iéz 1 2_%52_m
12 80

- = =
g0” Tas T T gL

et substituer dans la seconde équation:

L (B (30
1 1 1 1
2304 448 o2 - L 80 \ 502 —

En multipliant cette équation par %52 — % il vient

La2—-L 1 /1 1 1 1 1 1
SPR UL (L * - S - S B S S
2304 443 <12 30° T0% T ms) T 6a00° ~ 35840
c’est-a-dire ) ) ) . . .
64 . 52 _ _
(6400 5376> - (27648 35840) T 200704 ~ 184320

ou encore

IR NI NP S
336000 ' 120960 2257920
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et en multipliant par 6720:

Le discriminent vaut

2835 9V 35
et
w+3 5 Y70 35 + 270 35 + 2V/70
-18-35
et
1 [35—-2V70
) 63

an-ncmn.81 Nous avons montré que la formule de quadrature a 4 étages dont les nceuds sont

donnés par
11 35+2 _1 1 /35 —2V70
“AT57 5 “2=575
_1 1 35—2\/ _1 1 35+2\/
a=57%3 G=573

est d’ordre 8. Elle est due a Gauss (encore lui !!). Ses poids sont donnés par
322 — 13v/70 b 322 4+ 1370 b 64 322 4+ 1370 ) 322 — 1370
1= ———onn 0 V2= T U3 f= o s = ————

1800 1800 ~ 225’ 1800 1800
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