CHAPITRE 1
Algebre linéairealncii.1 [1- B. Ischi 0607 |

1. L’espace vectoriel R"al-ncli.2

DEFINITION 1.1. alncli.3 Notons R™ l'ensemble des n-tuples (z1;- - ;2,) de nombre réels.
Nous notons les n-tuples par 7, 7, 7, -+ et nous les appelons des vecteurs.
Soient 7, ¥ € R™ et A € R. On définit

W) T+ = (@ +y5 2+ )
)N T =(\-xp; A 2)

EXEMPLE 1.2. alnciia R? désigne 'ensemble des couples de nombres réels (x1;z5) et R?
désigne I'ensemble des triplets de nombres réels (z1; xq; x3). Par exemple

(1) (1;—2;3.75) + (7.5;1; =2) = (1 + 7.5; =2 + 1;3.75 — 2) = (8.5; —1; 1.75)
(2) —=3-(2;3.5;—=5) = (=32, —3-3.5; =3 - (=5))

REMARQUE 1.3. al-ncli.s A chaque 7 € R2 on peut associer un point du plan en procédant
de la facon suivante: on place deux axes perpendiculaires gradués et orientés et on associe a
2 = (21;22) le point d’abscisse z; et d’ordonnée x5 (voir figure 1).

x+y=(7,6)
x-y=(-5;2) . R LR y=(6;2)
T I [
T T 1T 17T 1T L L i
1
—y=(-6;-2) @K T y—x=(5;-2)
P
-1.5y=(-9;-3) -x=(-1,-4)

FIGURE 1.

Remarquons que 7+ 7 s’obtient en mettant bout a bout les “fleches” reliant (0;0) a T et
(0;0) & Y. Par ailleurs, -2 s'obtient en “renversant” la fleche de 2. Finalement, 1.5 - (=)
s'obtient en dilatant la floche de — % d’un facteur 1.5.
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REMARQUE 1.4. al-neli.6 [1-B.Ischi 22-23] Soient A, B, C, D € R?. On définit, par exemple,

@::B—A

Quand on représente les points sur un graphique (voir par exemple la figure 2), la fleche reliant
lorigine au point A est notée 0A et la fleche reliant A & B est notée 1@ . Remarquons que:
(1) la fleche reliant 'origine au point dont les coordonnées sont données par les composantes

de f@ est parallele, de méme longueur et de méme sens que la fleche reliant A a B. Par
exemple, sur la figure 2, on a:

1= (1) o= ()
at-s-a=(3)-(1)-()

(2) que ABCD est un parallélogramme si et seulement si

AB = DC

Par exemple, sur la figure 2, on a:

=)o)

si-c-0-()-()-()-

(3) que, par exemple,

Il suit que

Il suit que

AB+ BC = AC

Cette égalité est appelée la relation de Chasles. En effet,
AB+BC=B-A+C—B=C—A=AC
Toutes ces considérations restent vraies dans R3.

REMARQUE 1.5. al-ncli.7 [1 - B. Ischi 23-24 ] On peut interpréter les vecteurs soit comme des points
(dans ce cas on les note A, B, C, ---) soit comme des fleches (dans ce cas on les note @, b, ¢, - - ).

P - .
REMARQUE 1.6. al-ncli.8 [1- B.Ischi 06-07] Dorénavant, nous noterons 0 au lieu de (0;0) ou
(0;---50).

PROPOSITION 1.7. aknelio  Soient 2, 7 et 7 € R™ et ), w € R. Alors, (la démonstration
est a faire en exercice)
D (Z+Y)+7Z =72+ (Y +72) (Vaddition dans R" est associative)
N O+ 7T =740 (ﬁ est [’élément neutre)
T-T=-T+7 =0
T+ Y =Y + 2 (Vaddition dans R"™ est commutative)
) AN4p) T =\N-T+p- 7

~— — —

(
(
(3
(4
(5



L’espace vectoriel R™ (page 3/12)

REMARQUE 1.8. al-ncii.io  Les propriétés 1 a 4 se résument en disant que R™ muni de I’addition
des vecteurs est un groupe abélien. De méme, les propriétés 1 a 8 se résument en disant que R”
muni de I'addition des vecteurs et de la multiplication par un nombre est un espace vectoriel.

DEFINITION 1.9. alnecli.11 [1- B. Ischi 07-08] Des vecteurs v_1>, cee v_k> € R™ sont linéairement

indépendants si
MU+ 4+X-0=0 = N=0V1<i<k
DEFINITION 1.10. al-neii.i2  Un sous-ensemble non vide V' C R™ est un sous-espace vectoriel
de R" si
(1) Z+yeV,VZ, yeV
2) N ZeV VeV, AeR

REMARQUE 1.11. al-ncli.13 [1-B.Ischi 13-14] Si V' C R™ est un sous-espace vectoriel de R"™, alors
V' est un espace vectoriel. De plus, on a toujours 0 € V.

DEFINITION 1.12. al-ncli.14 [1- B. Ischi 07-08] Soit V' C R™ un sous-espace vectoriel de R®. Un

ensemble B = {?1, . ,v_;g} de k vecteurs de V' (i.e. eV, V1<i< k) est une base de V/
si les vecteurs 11_1), cee vi sont linéairement indépendants et s’ils engendrent V', c’est-a-dire, si

tout vecteur 7 € V peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs O (i.e. 7 =
NOF 4 TR,

REMARQUE 1.13. al-ncli.15 [1- B. Ischi 13-14] Les vecteurs

1 0 0

1
€1 = : , €2 = y Tty En = O
0 0 1

forment une base de R", appelée la base canonique
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THEOREME 1.14. al-ncli.16 [1- B. Ischi 07-08 ] Tout sous-espace vectoriel de R™ admet une base.

THEOREME 1.15. alneliir  Soit V. C R"™ un sous-espace vectoriel. Si B = {v{,--- , 0.} et
B = {u_)1>, e ,Wl} sont des bases de V', alors k = 1. En d’autres termes, deux bases quelconques

de V' ont le méme nombre d’éléments.

DEFINITION 1.16. al-ncli.is  Soit V' C R™ un sous-espace vectoriel de R". Le nombre de
vecteurs d'une base de V' est appelé la dimension de V et se note dim(V).

2. Produit scalaireal-ncli.19 [1 - B. Ischi 06-07 ]

DEFINITION 2.17. akneli2o Soient 7 et 7 € R". On définit le produit scalaire de 7 et
Y par

7'7:$1y1+x292+'“+$nyn

DEFINITION 2.18. alncli2zt  Soit € R On définit la norme de 7 par

|7 = VT e

REMARQUE 2.19. al-ncli.22  Soit 7 eR". Remarquons que

|7 = /a3 + a3+ +a?

%
Donc, par le théoreme de Pythagore, la norme de 7 est la longueur de la “fleche” reliant 0 a z.

PROPOSITION 2.20. al-ncli.23 [1 - B. Ischi 22-23] Pour tout T € R? et tout A € R, on a
[AZ]] = [A[llZ]

DEMONSTRATION. al-ncli.2a Rappelons que, par définition,

T )\Il
AT = A T9 = )\ZEQ
T3 )\ZE3

Par conséquent,

IAZ = /O + (ura)? + () = (/N2 (2 + 23 + a3) = VA2 Ja? + 23 + o3 = A1

U

PROPOSITION 2.21. al-ncli.25 [1 - B. Ischi 06-07 ]  Soient ?, ? et 7 € R" et A € R. Alors, (la
démonstration est a faire en exercice)
Bl) (Z+Y)eZ=TeZ+ Yo7
(B2) (A\-Z) ey =\ (T o)
(S) ey = o (le produit scalaire est symétrique)
(DP) Z o2 >0V 7 # (0 (le produit scalaire est défini positif)

REMARQUE 2.22. al-ncii.26 Les propriétés du produit scalaire énoncées ci-dessus se résument,
en disant que le produit scalaire est une forme bilinéaire (propriétés B1 et B2 a gauche et
a droite), symétrique (propriété S), définie positive (propriété DP). L’espace R” muni d’un
produit scalaire est un espace de Hilbert (on dit aussi espace euclidien).
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EXEMPLE 2.23. al-ncli.27 [1 - B. Ischi 13-14] Soit V' ’espace vectoriel des fonctions continues de
[0,1] dans R. Alors

(f.g) = / f(2)g(x) de

est un produit scalaire sur V.

3. Inégalité de Cauchy-Schwarzal-ncli.28 [1 - B. Ischi 06-07 ]

THEOREME 3.24 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). alncii2zo  Soient @ et if € R™. Alors, on a
[inégalité
EXyEY EAl

DEMONSTRATION. al-ncli.30 Posons

f) =17 —t- 7|

Par définition, f(t) > 0 pour tout t. Remarquons que si 7 = 0 linégalité est vraie. Par

conséquent, nous pouvons supposer pour la suite que 7 £ 0.
Par ailleurs, par les propriétés B1, B2 et S du produit scalaire, nous trouvons que

o) =117 —t- 7|
— (T —t-P)e(T—t-7)
— T e T —2t-Y)eT +t3(Y oY)
= [ 716> —2(¥ » @)t + || 7|
=at® + bt + ¢

ota= T2 b=—2T o F) et c= |72
Donc le graphe de f est une parabole convexe (car par les axiomes D et P, a > 0) qui

coupe ’axe horizontal au plus en un seul point. Par conséquent, nous savons que le discriminant
A =b>—4ac <0. Or

D —dac < 0= (2T ¢ 7)) 4|V IPIZ|* <0
= 4T e Y ) <47V
= [T e Y2 <7V
= [T e <77
O

THEOREME 3.25 (Inégalité du triangle). akncli.31 [1- B. Ischi 22-23] Soient T et §f € R®. Alors,
on a

17 + g1l < 12 + (1]l
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DEMONSTRATION. al-ncli.32 Par définition et en vertu des propriétés du produit scalaire
énoncées plus haut, on a

1T+ 7P =T+ e(@+7) =TeF+Tey+yjei+ijey=|7|*+27e7+ ||7]?

et en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1% + 22 0 7+ 11I* < |2)1° + 2|7 o 7| + 111> < 171> + 20127 + 51° = (2] + l|7)*
Par conséquent, nous avons montré que
1Z+ glI* < (12 + 171)°

c’est-a-dire
|7+l < [|Z]] + [|¥]]

4. Applications linéairesal-ncli.33 [1 - B. Ischi 07-08 ]

DEFINITION 4.26. al-ncli.3a  Une application f : R™ — R™ est lindaire si

(1) f(Z+y)=f(@)+ f(y), VT jeR"
(2) f(A-T) = Mf(Z),VZ€R", N eR

DEFINITION 4.27. al-ncli.35 Soit f : R" — R™ une application. On définit
(1) Ker(f) = {:E eR" | f(Z)= 6} (Ker(f) est appelé le noyau de f)
(2) Tm(f) = { £(2) ‘ e R”} (Im(f) est appelé limage de f)

REMARQUE 4.28. alncli.36 Par définition, f est surjective si et seulement si Im(f) = R™.
Par ailleurs, si f n’est pas injective, alors il existe deux vecteurs 7 et ¥ tels que f(Z) = f(7). Par
conséquent, f(Z—y) = f(&)— f(y) = 0, ce qui montre que ¥—y € Ker(f), donc que Ker(f) # {0}.

Réciproquement, si Ker(f) # {6}, alors il existe 7 # 0 tel que f (y) = 0. Par conséquent, pour
tout vecteur Z, f(Z+7v) = f(Z)+ f(y) = f(Z), ce qui montre que f n’est pas injective. En résumé

f(@) = f(7)
f@E—§)=f@) - f(7) =0
& Ker(f) # {0}

f n’est pas injective < I T # Y

s 3747

THEOREME 4.29. al-ncli.37 [1- B.Ischi 25-26] Soit f : R™ — R™ une application linéaire. Alors

(1) Ker(f) est un sous-espace-vectoriel de R™
(2) Im(f) est un sous-espace-vectoriel de R™
(3) f est injective <> Ker(f) = {0}
DEMONSTRATION. al-ncli.38
(1) %)ient_?, 7_)6 Ker(f) et A € R. Alors, comme f est linéaire, f(Z+79) = f(Z)+f(Y) =
0+ 0 = 0, ce qui montre que 7 + 7 € Ker(f). Par ailleurs, f(A-Z) = Af(Z) =
A- 6) = 6>, ce qui montre que - 7 € Ker(f).
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(2) Soient @ = f(7), T = f(F) € Im(f) et A € R. Alors, comme f est linaire, @ +
+

f(? = ? + 7 ce qui montre que @ + ? € Im(f). Par ailleurs,
() = f(h- 7) ce qui montre que \- @ € Im(f).

f n’est pas injective, alors il existe deux vecteurs Z et ¥ tels que f(Z¥) = f(y). Par
conséquent, f(¥—y) = f(&) — f(y) = 0, ce qui montre que & — i € Ker(f), donc que
Ker(f) # {0}. Réciproquement, si Ker(f) # {0}, alors il existe ¢ # 0 tel que f(3) = 0
Par conséquent, pour tout vecteur 7, f(¥+ ¢) = f(Z) + f(y) = f(Z), ce qui montre que
f n’est pas injective. En résumé

f n’est pas injective & T £y ‘ f(@) = fv)
& FFAT|E-P = 1@~ 1) =0
& Ker(f) # {0}

O

THEOREME 4.30 (Théoréme des dimensions). al-ncli.39 [1 - B. Ischi 07-08] Soit f : R" — R™ une
application linéaire. Alors

(1) Ker(f) est un sous-espace-vectoriel de R™
(2) Im(f) est un sous-espace-vectoriel de R™

(3) dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.
DEMONSTRATION. al-ncli.40
(1) Sment z, 7 € Ker(f) et A € R. Alors, comme f est linéaire, f(Z+79) = f(Z)+f(Y) =
I + I 0 ce qui montre que @ + ¥ € Ker(f). Par ailleurs, f(A- 7)) = Af(7) =
A 0 O ce qui montre que \- T € Ker(f).
(2) Sment a = f(7), T = = f(¥) € Im(f) et A € R. Alors, comme [ est linéaire, @ +

b = f(?) + f(?) = f(? + ? ce qui montre que @ + ? € Im(f). Par ailleurs,
A-d =\ f(Z)=f(A- ), ce qui montre que A- @ € Im(f).

(3) Notons k = dim(Ker(f)). Soit {v7, ---, vy} une base de Ker(f) (i.e. vi,---,v; en-
gendrent Ker( f) et vf,---, v sont linéairement indépendants). Si Ker(f) = R™, alors

Im(f) ={ f } et dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n+ 0 = n. Nous pouvons donc supposer

que Ker(f) # R™.

Soit wi; € ]R"\Ker( ). Alors les vecteurs EEERe wkﬂ sont linéairement indé-
pendants. En effet, si Z - NV [ Wiy} = O alors —ju- Wi € Ker(f), par conséquent,
u =0, dou il suit que \; =0, V1 < i < k. Notons Vii1 le sous-espace vectoriel de R”
engendré par les vecteurs v—1>, e v—> Wi Si Ve # R”, alors il existe un vecteur
H n
wgis € R \Vk—I—l'

En itérant ce raisonnement, on montre qu’il existe n — k vecteurs m s w, tels
que les vecteurs Ul v_;z, m, -+, w, forment une base de R".
Nous terminons la démonstration en montrant que les vecteurs f (@ﬁ), e f (17%)
forment une base de Im(f). Ainsi, dim(Im(f)) =n—k=n—dim(Ker(f)).
Comme f est linéaire, si )\kﬂf(M) -+ )\nf(wn) = 6) alors f()\k+1m +
)\nﬁn) = O d’on il suit que )\k+1m+ T = Ker(f), c’est-a-dire )\k+1m+ -+
= —

)\n@ /le_f + - —1—/%'0_;3. Par conséquent, comme les vecteurs v_1>, ce Uy Wit 1, vty W

3
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sont linéairement indépendants, nous trouvons que j; = -+ = fp = Agr1 = --- =\, = 0,
ce qui montre que les vecteurs f(wpi1), - -+, f(w,) sont linéairement indépendants.

Finalement, soit 7 e R Alors, 7 = ,ulv_f + -+ ,ukv_k) + Apr1Wpay + -+ + )\nm,
ainsi,

F@) = Mf@1) 4+ 4 Mef(0h) + Nesr f (Werd) + -+ + Ao f (w7)

ce qui montre que les vecteurs f(wyi1), - -+, f(wy) engendrent Im(f).
O
5. Matricesal-ncli.41
DEFINITION 5.31. al-ncli.4az  On note
e_i:<1707'”70)7 632(0717"'70)7 "'76_7’1,2(07”'7071)
REMARQUE 5.32. al-ncli.a3  Pour tout n, les vecteurs €7, - - - , €, sont linéairement indépendants

et engendrent R™. Ils forment donc une base de R".
DEFINITION 5.33. al-ncliaa  La base B = {é1,--- ,¢€,} de R™ est appelée la base canonique.

DEFINITION 5.34. al-ncli.as  Soit f : R™ — R™ une application linéaire. La matrice associée &
f, notée Ay, est un tableau de nombres avec m lignes et n colonnes. Le nombre a la ligne 7 et la
colonne j est défini par

[Af]ij =¢; e f(€])

REMARQUE 5.35. al-nclia6 La colonne j de Ay contient les composantes du vecteur f(€;) écrit
dans la base canonique.

DEFINITION 5.36. al-ncli.a7  Soit A une matrice n X m (i.e. avec n lignes et m colonnes) et B
une matrice m x [. Alors, on définit le produit de A et B par

m
[A- Bl :ZAikBkj pour 1<i<n, 1<j5<I
k=1
Ce produit est appelé le produit ligne-colonne.
REMARQUE 5.37. al-ncli.4a8 La matrice A - B est une matrice n x [.

REMARQUE 5.38. al-ncli.49 [1 - B. Ischi 09-10] Soit f : R” — R™ une application linéaire et Ay sa
matrice relativement a la base canonique. Alors,

a1
f(@) = Ay -

T

DEFINITION 5.39. al-ncli.50 [1 - B. Ischi 07-08 ] Soient A et B des matrices n xm (i.e. avec n lignes
et m colonnes). Alors, on définit la somme de A et B par

[A+ Bl;; = Aij + By
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DEFINITION 5.40. al-ncli.51  Soit A une matrice n X m (i.e. avec n lignes et m colonnes) et
A € R. Alors, on définit la produit de A et A par

[)"A]ij = )"Aij

DEFINITION 5.41. alnclis2  Soit A une matrice n x m. On définit la matrice transposée de
A, notée AT, par

A7), = 4

ij Ji

PROPOSITION 5.42. alnelis3  Soit f : R® — R™ et g : R™ — R des applications linéaires.
Notons Ay et A, les matrices, relativement a la base canonique, respectivement de f et g. De plus,
notons Ay la matrice de g o f relativement a la base canonique. Alors

AgOf = Ag ) Af

DEMONSTRATION. al-neli.s4 Par définition,

[Agof]ij = ?i ® 9(f(6—1>)) = a’) d (Zg ([Af]kj e_;€>>> = [Af]kj ?3 ®g (G_g) = Z [Af]kj [Ag]ik

m
k=1 1

0

6. Déterminant pour les matrices 2 x 2 et 3 X 3al-ncli.55 [1 - B. Ischi 10-11 ]

A= All A12
A21 A22

une matrice 2 x 2. On définit le déterminant de A (que 'on note |A|) par

|A| = A11A22 - A12A21

DEFINITION 6.43. al-ncli.56 Soit

DEFINITION 6.44. al-ncli.s7  Soit
All A12 AIS
A = A21 A22 A23
Az Az Az

une matrice 3 x 3. On définit le déterminant de A (que 'on note |A|) par

|A| = A11A22A33 + A12A23A31 + A13A21A32 - A12A21A33 - A11A23A32 - A13A22A31

7. Déterminantsal-ncli.58 [1 - B. Ischi 07-08 |

THEOREME 7.45. alnclis9  Soit o une permutation (i.e. une bijection) de l’ensemble a n
éléments {1,--- ,n}. Alors, o se décompose en un produit de transpositions (i.e. de permutations
de 2 éléments). Ce produit n’est pas unique, mais le nombre de transpositions nécessaires pour
représenter o est soit toujours pair, soit toujours impair.



Déterminants (page 10/12)

DEFINITION 7.46. al-nci.60 On définit la signature d’une permutation o, notée sgn(o), par
1 si le nombre de transpositions nécessaires pour représenter o est pair et —1 si ce nombre est
impair. La permutation o est dite paire si sgn(o) = +1 et impaire si sgn(o) = —1.

REMARQUE 7.47. al-ncli.61  Pour calculer la signature d’'une permutation, on peut la repré-
senter comme sur la figure 3. On relie les points de maniere a ce que des croisements de traits ne
se superposent pas. Pour cet exemple, o(1) = 3, 0(2) = 2 et 0(3) = 1. Il y a trois croisements.
La signature vaut (—1)3 = —1.

1 2 3

FI1GURE 3. Signature d’une permutation

DEFINITION 7.48. al-ncli.62 Soit A une matrice n x n. On définit le déterminant de A, noté
| Al, par

|A| = Z Sgn(a') . AlU(l)AZU(Z) .. Ano(n)

oehl,

ou P, désigne l'ensemble des permutations (i.e. des bijections) de I'ensemble {1,2,--- n} et
sgn(o) le signature de la permutation.
Ay A
s 1 A
Az Agy

une matrice 2 x 2. Il existe deux permutations de I'ensemble {1, 2}:
01 {172} - {172} 02 {172} - {27 1}

EXEMPLE 7.49. al-ncli.63 Soit

La premiere est paire et la seconde impaire. Ainsi,

|A| = A11A22 - A12A21

EXEMPLE 7.50. al-ncli.64a Soit

A A Agg
A= Ay Ay Ay
Asp Asy Asg

une matrice 3 x 3. Il existe 3! = 6 permutations de 1’ensemble {1, 2, 3}:

01 {17273} - {17273} 02 {17 2a 3} - {2a 37 1} 03 {17273} - {37 17 2}

04 {17273} - {27 173} ] {17273} - {17372} 06 {17273} - {3727 1}



Valeurs et vecteurs propres (page 11/12)

Les trois premieres sont dites cycliques. Elles sont paires. Les trois dernieres sont impaires. Ainsi,
|A] = A11 A Ass + A1oAsz Azt + A3 Ap1 Agy — A1pAp1 Ags — A1 ApsAzy — A1z A As

Cette formule est appelée la regle de Sarrus.

DEFINITION 7.51. alncli.65 Soit A une matrice 3 x 3. On note D;; le déterminant de la

‘eme

matrice 2 x 2 que I'on obtient en supprimant dans A la i ligne et la j*™° colonne.

PROPOSITION 7.52. al-ncli.66 Soit A une matrice 3 x 3. Alors pour toute ligne i et toute
colonne j, on a
3 3

Al =D (=)™ Ay - Dy et A= (—1)F Ay - Dy

k=1 k=1

8. Matrice inverseal-ncli.67

THEOREME 8.53. al-ncli.68 Soit f : R" — R™ une application linéaire. Alors f est bijective si
et seulement si |[As| # 0.

DEFINITION 8.54. al-ncli.69 Soit f : R" — R™ une application linéaire bijective. On note A;l
la matrice, relativement a la base canonique, de la réciproque de f. La matrice A;l est appelée
la matrice inverse de Ay.

THEOREME 8.55. al-ncli.ro  Soit A une matrice 2 x 2. Alors
A1 L Agy —Ajs
A\ -4y Ay

THEOREME 8.56. al-ncli.71 Soit A une matrice 3 x 3. Alors

1 y
(A7), = W(—l)”f dij

ot d;; désigne le déterminant de la matrice 2 x 2 que l'on obtient en supprimant dans A" la i°™

ligne et la 7™ colonne

9. Valeurs et vecteurs propresal-ncli.72

DEFINITION 9.57. al-neli.73  Soit f : R™ — R™ une application linéaire. Un nombre \ est une
valeur propre de f §’il existe un vecteur non nul ¥ # 0 tel que

f@)=A-v

On dit que ¥ est un vecteur propre associé a la valeur propre .

REMARQUE 9.58. al-ncli.7a Si f(¥) = A -4, alors, f(u-0)=p- f(¥)=p-(A-0) =X (u-0).
Par conséquent, si ¢ est un vecteur propre associé a la valeur propre A, alors pour tout nombre
1 # 0, - v est aussi un vecteur propre associé a .

THEOREME 9.59. al-ncli7s  Soit f: R® — R"™ une application linéaire. Un nombre \ est une
valeur propre de f si et seulement st

det(Af—)\-l) =0

ou 1 désigne la matrice identité (i.e. 1,; =0 sii# j et 1;; =1).
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DEMONSTRATION. alneli.76  Si A est une valeur propre, alors il existe un vecteur @ £ 0 tel
que AT = A7, donc (A — X -1)7 = 0. Par conséquent, Ker(A — X-1) # {0}, donc A — X -1 n’est
pas injective et son déterminant est nul.

Réciproquement, si det(A — A-1) =0, alors A — X -1 n’est pas bijective, donc par le théoréme
des dimensions, Ker(A — X - 1) # {0}. Par conséquent, il existe un vecteur non nul 7@ # 0 tel que
(A= X-1)7 =0, cest-a-dire AT = \7. O

DEFINITION 9.60. al-ncli.7z  Une application linéaire f : R" — R™ est diagonalisable s’il existe
une base B = {v_1>, e ,v_n>} de R™ constituée de vecteurs propres de f, c’est-a-dire telle que

fO)=XN-7 V1<i<n

PROPOSITION 9.61. al-neti7s  Soit f : R® — R3 une application linéaire diagonalisable et Ay
sa matrice relativement a la base canonique. Notons B la matrice dont la 7™ colonne contient
les composantes du vecteur propre U_; de f associé a la valeur propre X\; (i.e. B;; = [F;]Z et

3
U_j> = hei [FJ)L a)) Alors,

AM00
B7'A;B=| 0 X 0
0 0 X

DEMONSTRATION. al-ncli.79 Notons b_; la 7™ colonne de B. Alors, Afb_j> = )\jb—;, et
A B AaBiz A3Bi3
Ay B=| MBa MBys 3B
A1Bs1 A2Bsz A3Bss

— — —
Par définition, B~'b; = e_j>. Par conséquent, B1A;b; = \;B~1b; = )\je?. O
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